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广东海洋大学 2017 —— 2018 学年第 一 学期 

《高等数学 III》课程试题 
 

课程号：  √考试 □A 卷 √ 闭卷 
□考查 √B 卷 □ 开卷  

题    号 一 二 三 四 五 总分 阅卷教师 

各题分数        

实得分数        

 

一、填空题（每小题 3 分，共 18 分） 

1. 
0

tan 2
lim
sin 3x

x
x→

= 2
3
。 

解: 因为 tan 2 2x x∼ ，sin 3 3x x∼ ( 0)x → ，所以利用无穷小替

换定理，可得 

    
0 0

tan 2 2 2
lim lim
sin 3 3 3x x

x x
x x→ →

= =  

2. 设 2

, 0
( )

1, 0 1

a x
f x

x x

⎧⎪ <⎪⎪= ⎨⎪ + <⎩ ≤⎪⎪
 在 0x = 处连续，则常数a = 1。 

解：函数 ( )f x 在点 0x = 处连续⇔ (0 0) (0) (0 0)f f f− = = + ，故

有 

      
0 0

1 (0) (0 0) lim ( ) lim
x x

f f f x a a
− −→ →

= = − = = =  

3. 曲线
1

y
x

= 在 2x = 处的切线方程为
1

1
4

y x=− + 。 
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解：当 2x = 时，
1
2

y = 。曲线
1

y
x

= 在点
1
2,
2

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
处的切线斜率为 

        
2

2
2

1 1 1
(2)

4
x

x

k f
x x

=
=

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜′ ⎟ ⎟= = = − =−⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

所以由直线的点斜式方程可得切线方程为 

         
1 1

( 2)
2 4

y x− =− − ， 

即        
1

1
4

y x=− +  

4. 设参数方程 2 3

ln(1 )x t t

y t t

⎧⎪ = − +⎪⎪⎨
= +⎪⎪⎪⎩

，则
d
d
y
x
= (2 3 )(1 )t t+ + 。 

解：由参数方程确定的函数的导数公式 

        

d
d d

dd
d

y
y t

xx
t

=  

得   

2 22 3d (2 3 )(1 )
(2 3 )(1 )

1d
1
1

t ty t t t
t t

x t
t

+ + +
= = = + +

−
+

 

5. 函数 2sin( )y x= ，则dy = 22 cos( )dx x x。 

解：由微分与导数的关系d ( )dy f x x′= 可得 

( )2 2d sin( ) d 2 cos( )d .y x x x x x′= =  

或者利用一阶微分形式的不变性得 
2 2 2 2d d sin( ) cos( ) )d( 2 cos( )d .y x x x x x x= = =  



 

第 3 页 共 10 页 

6. 
2

1

2d
1 d

d

x

t
x

t =+∫ 42 1x x+ 。 

解：利用积分上限函数的导数公式 

        ( )
1

( )

d ( () )
d

( )
d

x

t f xf t
x

x
ϕ

ϕ ϕ′=∫  

可得  
2

2 4

1

d
d 11

d
2

x

tt x
x

x=+ +∫  

二、计算题（每小题 6 分,共36分） 

1.
2

21

2
l

3
im

1x

x

x

x
→

−
−

+
                

解：这是
0
0
型的未定式极限，故可用洛比达法则计算。 

( )
( )

1

2

1

2

2
2

22
lim l m

1

33
i

1x x

x x

x x

xx
→ →

− + ′
=

−
+

−

−
′  

1

2
lim

2
3

x

x
x→

−
=  

( )
1

1

lim 2

lim2

3
x

x

x

x
→

→

−
=  

1
3

=−  

 2. ( )
2

0
lim 1 4 x

x
x

→
−  

解：利用重要极限 ( )
1

lim 1 e
x X

αα
→

+ = ，（其中 0, 0, .x Xα α→ ≠ → ）
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可得 
    

( ) ( ) ( )
2 1 1

4

8 8

4

0 0 0

8lim 1 4 lim 1 ( 4 ) lim 1 ( 4 ) ex x x

x x x
x x x− −

→ →

− −

−

→

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = + − = + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

3. 
0

2 1 1
lim

sinx x x x→

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
                

解： 0x → 时，
1 1
sin x x

− 属∞−∞型未定式，故应先对其进行化简。 

0 20

2 1 1 2( sin )
lim lim

sin sinx x

x x
x x x x x→ →

⎛ ⎞ −⎟⎜ ⎟− =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
 

    30

2( sin )
lim
x

x x

x→

−
=  （等价无究替换 sin x x∼ ） 

    20

1 cos
2 lim

3x

x

x→

−
=  （利用洛比达法则） 

    20

21
22 lim
3x

x

x→
=    （等价无穷小替换） 

    
1
3

=  

4. 
8

3

d

1

x

x x +
∫  

解：这是简单无理函数的积分，宜将被积函数中的根式进行变量替换。 

作变换： 1t x= + ，则 2 1x t= − ，d 2 dx tt= ，当 3x = 时， 2t = ， 

当 8x = 时， 3t = ，故由定积分的换元法得 
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3

3 2 2

8 d 2
d
11

x
t

tx x
=

−+
∫ ∫  

        
3

2

1 1
d

1 1
t

t t

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ − +⎝ ⎠∫  

        

3

2

1
ln

1
t
t
−

=
+

 

        
1 1

ln ln
2 3

= −  

        
3

ln
2

=  

5. e dxx x−∫ . 

解：利用分部积分公式 

      d du v uv v u= −∫ ∫  

得 

   e d d(-e )x xx x x− −=∫ ∫  

       ( e ) ( e )dx xx x− −= − − −∫  

       ( e ) e d( )x xx x− −= − − −∫  

       ( e ) ex xx C− −= − − +  

       e ( 1)x x C−= − + +  

6. ( )
2

5 3

2
cos 5 sin d1x x xx

−
+−∫  

 
 
解：积分区间为关于原点对称的区间，故利用被积函数的奇偶性可得 
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2
5

2
cos d 0x x x

−
=∫ ，（ 5 cosx x为[ 2, 2]− 上奇函数） 

    3
2

2
5 sin d 0x x

−
=∫ ，（ 35 sin x为[ 2, 2]− 上奇函数） 

所以有 
    

( )
2 2 2

5 3 5 3
2

2 2 2 2
cos 5 sin d cos d 5 sin d d1x x x x x xx x xx

− − − −
+− = − +∫ ∫ ∫ ∫

 
            0 0 4= − +  
            4=  

三、证明：应用拉格朗日定理，证明方程 3 23 24 bx a bax cx c+ + = + +  

在(0,1)内至少有一个实根. （６分） 

证：考虑函数 4 3 2( ) ( )bx cxf x ax a b c x+ += − + + ，显然， ( )f x 在

[0,1]上连续，在(0,1)内可导，故由拉格朗日定理可知，至少存在一个

(0,1)ξ ∈ ，使得 

     (1) (0) ) 1 0)( (f f f ξ′ −− = ， 

即    3 20 (1) (0) 4 3 2 ( )a b cf f a b cξ ξ ξ= − = + − + ++ ， 

故有    3 24 3 2 ( )a cb bc aξ ξ ξ = + ++ +  

这表明， (0,1)ξ ∈ 是方程 3 23 24 bx a bax cx c+ + = + + 的一个根，故

结论成立。 
四、综合题（每小题10分，４题共40分）.  

１.求函数 3( ) 3f x x x= − 的单调区间、极值、凹凸区间和拐点。 

解：函数的定义域为( , )−∞ +∞ 。 
2( ) 3 3f x x′ = − ， 
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令 ( ) 0f x′ = 解得  
1

1x =− ，
2
1x = 。 

列表讨论函数的单调区间和极值： 
x ( , 1)−∞ − 1−  ( 1,1)−  1 (1, )+∞  

y′ － ０ + ０ − 

y=f(x) ↘ 

极小值点 

极小值

( 1)f −  

↗ 

极大值点 

极大值

(1)f  

 ↘ 

所以函数的单调减区间为( , 1)−∞ − ，(1, )+∞ ，单调增区间为( 1,1)− 。

极小值为 ( 1) 4f − =− ，极大值为 (1) 2f = 。 

( ) 6f x x′′ = −  

令 ( ) 0f x′′ = ，解得
3
0x = 。 

列表讨论函数的凹凸区间和拐点： 
x ( , 0)−∞  0  (0, )+∞  

y′′ + ０ − 

y=f(x) ∪ 
 拐 点

(0, (0))f  
∩ 

所以函数的凹区间为( , 0)−∞ ，凸区间为(0, )+∞ ，拐点为 

(0, (0)) (0, 0)f = 。 

２.设函数 2( , ) l ( )nZ x y x y= + ，求二阶偏导数
2

2

Z

x

∂
∂

，
2Z
x y
∂
∂ ∂

，
2

2

Z

y

∂
∂

。 

解： ( )
( )2

2

2 2

1
ln( )

x y
xZ

x y
x x x y x y

∂
+

∂∂ ∂
= + = =

∂ ∂ + +
， 

( )
( )2

2

2 2

2
ln( )

x y
Z yyx y
y y x y x y

∂
+

∂ ∂ ∂= + = =
∂ ∂ + +

 

（以上求偏导用的是一元函数的对数函数求导公式和复合函数

链式法则。） 
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( )

( ) ( )

2

2

2 2 2 2
2 2

1 1
x y

xZ Z
x x xx x y x y x y

∂
− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= = = =−⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜∂ ∂ ∂∂ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ + +
 

( )

( ) ( )

2

2

2 2 2
2 2

1 2
x y

yZ Z y
x y y x y x y x y x y

∂
− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= = = =−⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ + +
 

( )2 2
2

2 2 2 2)

2( ) 2
2

(

x y y x y
Z Z y y

y y yy x y x y

∂
+ − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= = =⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜∂ ∂ ∂∂ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

     
2 2 2

2 2 2 2)

2( ) 4 2( )

( ( )

x y y x y

x y x y

+ − −
= =

+ +
 

３.计算二重积分
sin
d d

D

x
x y

x∫∫ ，其中D是 1,x y x= = 及x 轴所围成

的区域。 

 
解：把D分别表示成X -型区域 

      D：0 1, 0x y x≤ ≤ ≤ ≤ ， 

则有 
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1

0 0

sin sin
d d d d

x

D

x x
x y x y

x x
=∫∫ ∫ ∫  

                    
1

0 0

sin
d d

xx
x y

x
= ∫ ∫  

                    
1

0

sin
d

x
x x

x
= ⋅∫  

                    
1

0
sin dx x= ∫  

                    
1

0
cosx=−  

                    1 cos1= −  

4.已知平面图形D由曲线 2y x= 与直线 1x = 所围成。 

（1）求该平面图形D的面积S；（5 分） 
（2）求该平面图形绕x轴旋转一周所形成的立体的体积V 。（5 分） 

      
解：（1）平面区域D的面积为 

        ( )1

0
dx x xσ = −∫  

          

1

1
1 22

0

11
1

1
2

2
xx

+

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜⎝

−

⎠
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1

22

0

3 12
3 2
x x

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
−  

               12
3 2

= −  

               1
6

=  

（2）平面图形绕x轴旋转一周所形成的立体的体积为 

       ( ) ( )
21 1

0

2

0
d dx xV x xπ π= −∫ ∫  

         
1

0

2
1

0
d dx xx xπ π−= ∫ ∫  

         
2 3
π π

= −  

         
6
π

=  

 
 
 


